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Resumo. Neste trabalho, apresentamos os procedimentos composicionais utilizados na obra
Knight’s tour, realizada através da Modelagem de Jogos, uma metodologia pré-composicional que
articula a Modelagem Sistémica, a Teoria dos Jogos e a Teoria dos Grafos. A partir da modelagem
do jogo homonimo, a qual foi aplicada a série da Sinfonia, Op. 21, de Anton Webern, a obra
Knight’s Tour foi elaborada, demonstrando o potencial da Modelagem de Jogos na geracdo de
materiais, 0s quais foram texturalmente ampliados pelo emprego de formas de harmonizacdes
propostas por Pitombeira (2020).

Palavras-chave. Modelagem sistémica. Modelagem de Jogos. Teoria dos Grafos. Planejamento
Composicional.

Knight’s Tour: game modeling as a generator of compositional materials

Abstract. In this work, we present the compositional procedures used in Knight’s Tour, performed
through Game Modeling, a pre-compositional methodology that articulates Systemic Modeling,
Game Theory, and Graph Theory. From the modeling of the homonymous game, to which the
series of Anton Webern's Symphony, Op. 21, was applied, Knight’s Tour was elaborated,
demonstrating the potential of Game Modeling in the generation of materials, which were
texturally expanded by use of the forms of harmonization proposed by Pitombeira (2020).
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1. Introducéo

Este trabalho visa apresentar o processo composicional da obra Knight’s Tour,
composta para quinteto de sopros, modelada a partir do jogo homdénimo. A obra, composta
como parte da tese de doutorado de Alexandre Ferreira (2021), parte de uma proposta de
modelagem de jogos como gerador de materiais e/ou articulador de estratégias
composicionais.

A modelagem de jogos foi criada com o objetivo de contribuir com a ampliacéo
da Modelagem Sistémica (PITOMBEIRA, 2017), buscando identificar e extrair elementos de
um jogo usados posteriormente na composicdo musical. Para realizar a modelagem de um
Jogo, é necessario, em primeiro lugar, identificar e definir determinados parametros. A partir

da primeira etapa, uma andlise € realizada, tendo a Teoria dos Jogos® e a Teoria dos Grafos?
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como base. Por fim, uma tabela ou um grafo é gerado, o que configura um modelo sistémico
do jogo examinado.

Nas proximas secdes, apresentaremos o0 jogo utilizado, chamado Knight’s Tour,
sua modelagem, como gerador de materiais, além de sua aplicacdo composicional. Para a
analise do jogo e, consequentemente, sua modelagem, foi utilizada a Teoria dos Grafos,
ilustrando a resolucdo do jogo. O material gerado pela modelagem foi complementado pelas
possibilidades de harmonizagdo apresentadas por Pitombeira (2020).

2. O jogo Knight’s Tour

Habitualmente traduzido como problema do cavalo ou passeio do cavalo, o jogo
knight’s tour € uma variante do jogo do xadrez, onde sua conclusdo depende de uma volta
completa pelo tabuleiro, utilizando unicamente os movimentos do cavalo, sem repetir
nenhuma casa do tabuleiro. Allen Schwenk (1991) explica que a busca por solucdes para o
jogo é popular nas graduagdes em matematica, tendo resolugdes mais ou menos complexas,
dependendo do tamanho do tabuleiro.?

Schwenk observa que, geralmente, o problema do cavalo é abordado na forma
fechada, do seguinte modo: “Em quais tabuleiros m x n um cavalo pode fazer movimentos
legais sucessivos, visitar todas as casas exatamente uma vez e concluir retornando a sua casa
inicial?” (p.326, traducdo nossa)*. Para o autor, um tabuleiro de xadrez m x n (tendo como
padrdo 8X8) é uma matriz com casas quadradas dispostas em m linhas e n colunas, onde as
casas do tabuleiro sdo marcadas (i, j) contando a partir do canto superior esquerdo da maneira
matricial. Assim, considerando 0 movimento do cavalo no jogo de xadrez, que é alcangado
em movimento de “L”, através de duas casas na horizontal ou na vertical, seguido de uma
casa na direcdo perpendicular, pode-se concluir que existem 8 finalizagbes possiveis de
movimento. Portanto, ao iniciar na casa (i, j), temos como possiveis finalizacfes as casas (i +
2,jt1)ou(it1l,j+2) ou, de modo que a proximidade com o fim do tabuleiro impossibilite
tais movimentos. Vale ressaltar que o movimento do cavalo sempre conecta casas de cores
diferentes. Portanto, ao iniciar em uma casa branca, 0 movimento do cavalo sempre nos leva a
uma casa preta e vice-versa.

Existe ainda a forma aberta do problema do cavalo, que, segundo Schwenk, difere
da forma fechada unicamente pela ndo necessidade de retorno a casa inicial dentro do altimo
movimento. Apesar da diferenca entre as formas aberta e fechada, o autor sustenta que a

resolucdo de ambos os problemas pode ser feita da mesma forma, sendo a Teoria dos Grafos o
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meio para tal resolugdo. “Definimos um grafo G (m, n) com Vvértices mn substituindo cada
casa do tabuleiro por um vértice e juntando dois vértices por uma aresta se eles sdo separados
pelo movimento do cavalo.” (p.326, traducdo nossa)®. Uma resolugdo possivel apresentada

pelo autor para o passeio fechado em um tabuleiro (8x8) pode ser observada na Figura 1.

Um cavalo pode percorrer 0 tabuleiro m x n se e somente se existir um ciclo
contendo todos os vértices no grafo resultante. Esse ciclo € chamado ciclo
Hamiltoniano [...] A coloragdo preta e branca alternada, comum no tabuleiro de
xadrez, € preservada nos vertices branco e preto do grafico. Definimos que o vértice
(i, j) seja branco se i + j for par e preto se i + j for impar. E facil ver que todas as
arestas no grafo estdo unidas aos vértices de cores opostas. Esse grafico é chamado
de bipartido ou bigrafo. Como as cores devem alternar em qualquer ciclo, o ciclo
deve tem um nUmero par de vértices. Acabamos de provar um dos primeiros
teoremas de gréficos bipartidos, ou seja, todos os ciclos devem ser pares.
(SCHWENCK, 1991, p.326, tradugdo nossa)®

Figura 1: Possivel resolugdo para o problema do cavalo em tabuleiro 8x8 (SCHWENCK, 1991, p.331).

3. A obra Knight’s Tour

Na versédo fechada do problema do cavalo, como visto na se¢do anterior, busca-se
percorrer todas as casas do tabuleiro de xadrez, comeg¢ando e terminando na mesma casa,
utilizando apenas o movimento do cavalo. Tal mecénica foi mantida na modelagem do jogo,
sendo o tamanho do tabuleiro a Gnica modificacdo realizada. Ao invés do tabuleiro padrdo do
xadrez no tamanho 8x8, o problema do cavalo foi realizado em um tabuleiro 12x12, conforme
demonstra a Figura 2. Contudo, assim como na versdo 8x8, ndo existe uma unica forma de

resolver o problema do cavalo.

A resolucéo do problema do cavalo no tabuleiro 12x12 foi utilizada como modelo para defini¢éo das
classes de alturas da obra Knight’s Tour. Para tal, o modelo de resolugdo do jogo mapeou a matriz
dodecafbnica da Sinfonia, Op.21, de Anton Webern, que pode ser observada na

Figura 3, fazendo com que a obra de Webern servisse de repositério.
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lo Iy 110 l11 Iz ls I2 Iy Is ls Is lg
Po 9 6 7 8 4 5 B A 2 1 0 3 Ro
Ps 0 9 A B 7 8 2 1 5 4 3 6 Rs
P2 B 8 9 A 6 7 1 0 4 3 2 5 R2
P1 A 7 8 9 5 6 0 B 3 2 1 4 R1
Ps 2 B 0 1 9 A 4 3 7 6 5 8 Rs
Pa 1 A B 0 8 9 3 2 6 5 4 7 Rs
P1o 7 4 5 6 2 3 9 8 0 B A 1 Rio
Pu 8 5 6 7 3 4 A 9 1 0 B 2 Ru
Pz 4 1 2 3 B 0 6 5 9 8 7 A Rz
Ps 5 2 3 4 0 1 7 6 A 9 8 B Rs
P9y 6 3 4 5 1 2 8 7 B A 9 0 Ro
Ps 3 0 1 2 A B 5 4 8 7 6 9 Re

Rlo Rl Rl Rlu Rl7 Rlg RI2 Ry Rls Rls Rls Rl

Figura 3: Matriz dodecaf6nica da Sinfonia Op.21, de Anton Webern.

As classes de alturas foram selecionadas de acordo com 0s movimentos
enumerados na resolucdo do jogo, conforme demonstra a Figura 4, e agrupadas de modo a
formar 12 séries de 12 classes de alturas. Vale ressaltar que, como o parametro de escolha das

classes de alturas € unicamente o modelo de resolucdo do jogo, as regras presentes no
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universo da composicdo dodecafonica ortodoxa ndo se aplicam, uma vez que ocorrerdo

repeticdes de classes de alturas.
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Figura 4: Resolucdo do passeio do cavalo na matriz do Op.21 de Webern.

Os movimentos do cavalo na matriz de Webern geram uma séria inesperada, onde
uma mesma classe de altura pode aparecer mais de uma vez dentro de uma série, por
exemplo. Todas as 12 séries geradas pelo modelo de resolucdo aplicado a matriz de Webern
podem ser observadas na Tabela 1.

Tabela 1: Séries geradas pelo passeio do cavalo na matriz do Op.21 de Webern.

S1-9A7A42602325 S7-2B5693B94322
S2-5106486A7077 S8-4A9897937B24
S3-B50520487401 S9-4305B7B79870
S4-58A19313234A S10-9A98608A4323
S5-889A9591A853 S11-267BO0A68B6B5
S6-41611515B6B8 S12-1161402A0B76

Enquanto as classes de alturas foram geradas a partir do modelo de resolucdo do
problema do cavalo aplicado a matriz dodecafénica da Sinfonia, Op.21, de Webern, as
duracdes foram determinadas a partir da serializacdo ritmica proposta por Milton Babbitt,
chamada de “pontos de ataque” (STRAUS, 2013, p.265). Tal técnica baseia-se na divisdo
exata de um compasso em doze pontos de ataque que se mapeiam diretamente nas classes de

alturas. Portanto, a primeira classe de altura encontrada na primeira série é articulada no
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décimo ponto de ataque, pois trata-se da classe de nota 9 (vale ressaltar que o primeiro ponto
de ataque € considerado o ponto 0). Ainda, cabe salientar que a serializag&o ritmica ndo define
a duracdo exata, mas apenas 0 ponto onde a nota sera articulada. Uma vez articulada, essa
nota pode ter sua duracdo estendida, no maximo, até a articulacdo da préxima nota prevista
pelo ponto de ataque. A Figura 5 demonstra como a primeira série da obra se relaciona com a

serializacdo ritmica proposta por Babbitt.

Flitt i = Sghe & e | | be e |
ANAP S 3 1 11 b S 1 1 |
) \
9 A 7 A 4

0123456789 AB 012345067 89 AB 01234506789AB

0123456789AB 012 3 456789AB 0123456789AB 0123456789AB

Figura 5: Pontos de ataque aplicados a primeira série da obra Knights Tour

O acompanhamento harmonico presente na obra foi realizado a partir da proposta
de classificacdo de tipos de harmonizacdo criada por Pitombeira (2020), onde a harmonia de
uma obra pode ser classificada como enddgena, semi-endogena, complementar e exdgena. O
autor chama de endégena uma harmonia oriunda de materiais internos. Quando 0s materiais
internos sdo apresentados com variagGes, a harmonia € dita semi-enddgena, podendo ser
classificada como: 1) incompleta; 2) expandida; 3) incompleta e expandida. Quando os
materiais internos sdo apresentados de forma parcial, a harmonia é classificada como semi-
enddgena incompleta. Quando existe alguma nota na harmonia que esta além dos materiais
internos, a harmonia é dita semi-enddgena expandida. Por fim, ao combinar as duas
possibilidades anteriores, ao mesmo tempo expandindo o material e omitindo algum
elemento, temos a harmonia semi-enddgena incompleta e expandida. Ao utilizar a harmonia
para complementar o material interno com algum conjunto maior de classes de alturas (uma
escala octatbnica, por exemplo), temos a harmonia complementar. Por fim, quando a

harmonia ndo se conecta com os materiais internos, temos a harmonia exdgena.’
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Figura 6: Exemplos de harmonizagdes presentes em um trecho da obra Knight’s Tour, de Alexandre Ferreira

Conforme pode ser observado na Figura 6, as harmonizacGes realizadas através
das técnicas supracitadas foram aplicadas por meio de janelas, constituidas por no minimo
duas e no maximo 6 notas, com o objetivo de gerar diversidade na conducdo da construcao
harménica. A primeira parte destacada da série, por exemplo, foi harmonizada a partir da
harmonia complementar, na qual a flauta executa as classes de notas 4 7 9 A e os demais

7
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instrumentos executam as classes de notas 0 1 3 6, gerando, assim, uma escala octatonica (0 1
34679A).

4. Consideracdes finais

Descrevemos, no presente trabalho, que a Modelagem de Jogos, realizada como
uma articulacdo entre a Modelagem Sistémica, a Teoria dos Jogos e a Teoria dos Grafos, pode
ser uma forma eficaz de gerar materiais composicionais. Ainda, vimos a mecanica do jogo
Knight’s Tour, uma variante do jogo de xadrez, e uma possivel resolucédo, feita por Allen
Schwenk a partir da Teoria dos Grafos.

Em seguida, a partir de uma resolugédo do jogo proposta por Kumar em um
tabuleiro 12x12, o modelo obtido foi aplicado na matriz dodecafdnica da Sinfonia, Op. 21, de
Anton Webern. O mapeamento entre o modelo do jogo e a matriz de Webern gerou 12 séries
de 12 notas, que foram integralmente utilizadas na composicdo da obra homdnima ao jogo. As
duracdes atribuidas as notas foram determinadas a partir da técnica pontos de ataque, criada
por Milton Babbitt, enquanto o acompanhamento harménico foi determinado pelas técnicas
de harmonizacéo catalogadas por Pitombeira (2020).

Vale ressaltar que a aplicacdo da Modelagem de Jogos apresentada foi resumida
apenas como geradora de materiais composicionais, no caso, apenas das alturas. Contudo,
como um modelo abstrato obtido a partir de um jogo, qualquer outro parametro poderia ter
sido desenvolvido a partir de uma modelagem. Acrescenta-se, ainda, que as estruturas e
materiais obtidos a partir da modelagem de jogos permitem ao compositor explorar

possibilidades que dificilmente seriam imaginados sem tal abordagem.
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Notas

! Embora um dos referenciais classicos mais importantes da Teoria dos Jogos seja o texto de J. von Neumann e
O. Morgenstern (1944), na base tedrica da presente pesquisa focalizamos no texto de Fiani (2009).

2 O referencial para a Teoria dos Grafos utilizado neste artigo ¢ o trabalho de Jurkiewicz (2009).

3 Qutra proposta de utilizacéo artistica do problema do cavalo pode ser encontrada em Brown (2020).

4 On which m X n boards can a knight make successive legal knight moves, visit every cell exactly once, and
conclude by returning to its starting cell?

®> We define a graph G(m, n) on mn vertices by replacing each cell of the board by a vertex and then joining two
vertices by an edge if they are separated by a knight's move.

® A knight can tour the m X n board if and only if there exists a cycle containing all the vertices in the resulting
graph. Such a cycle is called a Hamiltonian cycle [...] The customary alternating white and black coloring of the
chessboard is preserved in the white and black vertices of the graph. We set vertex (i,j) to be white if i +j is even
and black if i +j is odd. It is easy to see that every edge in the graph joins vertices of opposite colors. Such a
graph is called bipartite, or for brevity, a bigraph. Since the colors must alternate in any cycle, the cycle must
have an even number of vertices. We have just proved one of the first theorems on bipartite graphs, namely, all
cycles must be even.

" Os materiais internos aos quais nos referimos podem ser observados na Figura 6 na linha melédica da flauta.



